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Abstrak 

Di dalam artikel ini, dibahas tentang estimasi parameter pada model epidemi. Model epidemi yang dibahas 

dalam penelitian ini memiliki 2 parameter yaitu laju penularan dan laju kesembuhan. Masing-masing 

parameter akan diestimasi dengan estimator martingale. Metode estimasi dengan estimator martingale muncul 

sebagai cara natural estimasi bila tidak ada asumsi distribusi dari model dan estimator maksimum likelihood 

tidak dapat diperoleh dalam bentuk tertutup (close form). Perilaku asimtotis dari estimator martingale diamati 

yaitu konsistensi dan normalitas asimtotisnya. Dari teorema dan proposisi dapat dibuktikan bahwa estimator 

martingale dari laju penularan dan laju kesembuhan konvergen dalam probabilitas ke parameter awalnya. Hal 

ini menunjukkan estimator martingale laju penularan dan laju kesembuhan bersifat konsistensi. Sifat 

konsistensi dari kedua estimator ini juga ditunjukkan dengan simulasi menggunakan software R.  

Kata Kunci: Estimator Martingale, laju penularan, laju kesembuhan, konsistensi 

Abstract 
In this paper we consider about parameters estimation of epidemic model. The epidemic model here has two 

parameters, namely infection and removal rate. Each parameter will be estimated with a martingale 

estimation. This method arises as a natural way of estimation when there is no distribution in the model 

assumed, or; when the maximum likelihood estimator cannot be obtained in a closed form. The asymptotic 

behavior of martingale estimator which is observed, are consistency and asymptotic normality. By using some 

theorems and propositions, it can be proved that the martingale estimators of infection and removal rate are 

convergent in probability to its initial parameter. This indicate that the martingale estimators are consistent. 

The consistency both of these estimators are shown by simulation in R software. 

Keywords: Martingale estimator, infection rate, removal rate consistency. 
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1. Pendahuluan 

Metode statistika adalah prosedur-prosedur 

yang digunakan dalam pengumpulan, penyajian, 

analisis, dan penafsiran data. Metode statistika 

dibagi ke dalam dua kelompok besar yaitu 

statistika deskriptif dan inferensi statistik. 

Statistika deskriptif merupakan metode yang 

berkaitan dengan pengumpulan dan penyajian data 

sehingga memberikan informasi yang berguna. 

Sedangkan inferensi statistik mencakup semua 

metode yang berhubungan dengan analisis 

sebagian data untuk kemudian sampai pada 

peramalan atau penarikan kesimpulan mengenai 

keseluruhan data.  

Inferensi statistik merupakan proses 

pengambilan kesimpulan (generalisasi) dari suatu 

sampel tertentu dari suatu himpunan n observasi 

untuk suatu populasi. Estimasi parameter adalah 

salah satu bentuk prosedur inferensi. Teori 

estimasi memegang peran yang sangat penting 

dalam inferensi statistika karena teori estimasi 

bersama dengan pengujian hipotesis merupakan 

dasar inferensi statistika yang dilandasi oleh teori 

peluang. Estimasi parameter dibedakan menjadi 

dua macam, yaitu estimasi titik dan estimasi 

interval. Pada estimasi titik, satu titik atau satu 

harga digunakan untuk mengestimasi parameter 

populasi yang tidak diketahui. Estimasi parameter 

populasi dapat dilakukan dengan menggunakan 

pendekatan klasik yaitu penarikan kesimpulan 

berdasarkan informasi yang diperoleh dari sampel 

random yang diambil dari suatu populasi. Estimasi 

parameter merupakan topik yang banyak dikaji 

dalam berbagai bidang keilmuan diantaranya 

bidang epidemiologi.  

Epidemiologi adalah ilmu yang mempelajari 

tentang penyebaran penyakit menular pada 

manusia dan faktor yang dapat mempengaruhi 

penyebaran itu (KBBI, 2015). Secara umum ada 2 

macam model yang digunakan pada penyebaran 

epidemi yaitu model epidemi deterministik dan 

model epidemi stokastik. Dalam bidang 

epidemiologi dikenal beberapa model epidemi 

diantaranya model SI (Susceptible- Infective), SIS 

(Susceptible-Infective-Susceptible), SIRS 

(Susceptible-Infective-Removed-Susceptible) dan 

SIR (Susceptible-Infective-Removed). Setiap 

model epidemi mempunyai parameter-parameter 

yang akan diestimasi. Salah satu estimasi yang 

dapat digunakan adalah estimator martingale. 

Metode martingale dipopulerkan pada abad ke 18 

oleh P.Levy yang digunakan sebagai salah satu 

metode tebak-tebakan (betting) di Prancis. 

Martingale digunakan di sejumlah aplikasi di 

berbagai bagian dalam teori probabilita. 

Martingale merupakan teori manajemen modal 

probabilitas yang memungkinkan kesamaan nilai 

sesuatu di masa tertentu dengan masa sebelumnya 

dengan menggunakan prinsip penggandaan. Jadi 

bisa diartikan makna dari martingale yaitu apa 

yang diharapkan akan diperoleh nilainya sama 

dengan sebesar yang sudah diperoleh sebelumnya. 

Metode estimasi dengan estimator martingale 

ini muncul sebagai cara natural estimasi bila tidak 

ada asumsi distribusi dari model dan estimator 

maksimum likelihood tidak bisa diperoleh dalam 

bentuk tertutup (closed form). Dengan mengamati 

prilaku asimtotis suatu estimator yaitu konsistensi 

dan normalitas asimtotisnya, sehingga dapat 
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dilakukan inferensi [6]. Konsistensi merupakan 

salah satu sifat asimtotis dari barisan estimator. 

Pada penelitian ini, akan dibahas konsistensi dari 

estimator martingale pada model epidemi. 

 

2. Landasan Teori 

2.1 Variabel Random Multivariabel 

Definisi Distribusi Multinomial 2.1.1 [4] 

Misalkan n dan m bilangan bulat positif dan 

𝑝1, … , 𝑝𝑛 bilangan yang memenuhi 0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1,           

𝑖 = 1, … , 𝑛 dan ∑ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1. Suatu vektor random 

(𝑋1, … , 𝑋𝑛) mempunyai distribusi multinomial 

dengan m percobaan dan probabilitas sel 

𝑝1, … , 𝑝𝑛 jika fungsi massa probabilitas dari 

(𝑋1, … , 𝑋𝑛) adalah 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
𝑚!

𝑥1! … 𝑥𝑛!
𝑝1

𝑥1 … 𝑝𝑛
𝑥𝑛   

= 𝑚! ∏
𝑝

𝑖

𝑥𝑖

𝑥𝑖!

𝑛
𝑖=1 , 

pada himpunan (𝑥1, … , 𝑥𝑛) dengan 𝑥𝑖 merupakan 

bilangan bulat nonnegatif dan ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑚. 

 

2.2 Teori Sampel Besar dan Distribusi 

Pelimitan 

Konsistensi adalah sifat asimtotis yaitu 

menggambarkan sifat estimator bila ukuran 

sampel menjadi takhingga. Konsistensi adalah 

sifat dari barisan estimator, bukan dari estimator 

tunggal walaupun biasanya disebut suatu estimator 

konsisten. Bila kita mengobservasi 𝑋1, 𝑋2, … 

menurut fungsi densitas 𝑓(𝑥, 𝜃), dapat 

dikonstruksikan barisan estimator                        

𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(𝑋1, … , 𝑋𝑛) dengan melakukan estimasi 

yang sama untuk setiap ukuran sampel n. Berikut 

definisi konsistensi dari barisan estimator untuk 

parameter 𝜃. 

Definisi 2.2.1 Konsistensi [4]  Barisan estimator                

𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(𝑋1, … , 𝑋𝑛) adalah barisan estimator 

konsisten untuk parameter 𝜃, bila untuk setiap  

𝜀 > 0 dan untuk setiap 𝜃𝜖 Ω, 

lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑊𝑛 − 𝜃| < 𝜀) = 1. 

Definisi 2.2.1 di atas mengatakan bahwa barisan 

estimator konsisten jika konvergen dalam 

probabilitas pada parameter θ. Dengan kata lain 

𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(𝑋1, … , 𝑋𝑛) estimator dari θ, 𝑊𝑛 disebut 

konsisten bila 𝑊n konvergen dalam probabilitas ke 

θ. 

2.3 Proses Stokastik 

 Berikut diberikan definisi proses stokastik 

dan martingale. 

Definisi 2.3.1 Proses Stokastik [10] Suatu proses 

stokastik adalah keluarga variabel random 

{𝑋𝑡 , 𝑡𝜖𝑇} yang didefinisikan pada ruang 

probabilitas (𝛺, ℱ, 𝑃). Jika himpunan indeks 𝑇 

adalah himpunan terhitung yaitu 𝑇 = {1,2,3, … }, 

maka {𝑋𝑡} disebut proses stokastik dalam waktu 

diskrit. Jika himpunan indeks T adalah kontinu 

yaitu 𝑇 = [0, ∞), maka {𝑋𝑡} disebut proses 

stokastik dalam waktu kontinu. 

Definisi 2.3.2 Martingale [2] Misalkan (𝛺, ℱ, 𝑃) 

suatu ruang probabilitas dengan 𝑋1, 𝑋2, … barisan 

variabel random yang terintegralkan di (𝛺, ℱ, 𝑃) 

dan ℱ1 ⊂ ℱ2 ⊂ ⋯ adalah suatu himpunan barisan 

naik dari sub 𝜎 −field ℱ. 𝑋𝑛 diasumsikan sebagai 

ℱ𝑛-terukur sedemikian sehingga 𝑋𝑛: (𝛺, ℱ𝑛) →

(𝑅, 𝔅(ℝ)). Barisan 𝑋𝑛 disebut sebagai 

martingale relatif terhadap ℱ𝑛 (dengan kata lain, 

{𝑋𝑛, ℱ𝑛}  disebut sebagai martingale) jika dan 

hanya jika untuk setiap 𝑛 = 1,2, … 

• 𝐸(𝑋𝑛+1|ℱ𝑛) = 𝑋𝑛 disebut martingale 
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• 𝐸(𝑋𝑛+1|ℱ𝑛) ≥ 𝑋𝑛 disebut submartingale 

dan 

• 𝐸(𝑋𝑛+1|ℱ𝑛) ≤ 𝑋𝑛 disebut supermartingale. 

 

3. Estimasi Parameter Model Epidemi 

dengan Estimator Martingale 

Misalkan 𝑍1
𝑛, … , 𝑍m

𝑛  merupakan suatu 

proses stokastik dan ℱ𝑘
𝑛 suatu 𝜎 −field yaitu 

𝜎(𝑍𝑛(𝑡1
𝑛), … , 𝑍𝑛(𝑡𝑘

𝑛)) yang dibangun oleh 

(𝑍𝑛(𝑡1
𝑛), … , 𝑍𝑛(𝑡𝑘

𝑛)). Proses stokastik 𝑍1
𝑛, … , 𝑍m

𝑛  

akan mengalami kenaikan yang bergantung pada 

laju transisi yang didefinisikan oleh fungsi non 

negatif 𝑎1, … , 𝑎𝑚. Domain dari fungsi 𝑎1, … , 𝑎𝑚 

adalah simpleks-2 yaitu 𝕊 = {(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈

[0,1]3: 𝑢 + 𝑣 + 𝑤 = 1} dan diasumsikan 

memenuhi : 

(C) untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ dan variabel random 

 ∆𝑍1
𝑛(𝑡𝑘

𝑛), … , ∆𝑍𝑚
𝑛 (𝑡𝑘

𝑛) yang bersifat 

independen serta bersyarat ℱ𝑘−1
𝑛  dan 

memenuhi : 

            𝐸(∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛)|ℱ𝑘−1
𝑛 ) = 𝑎𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )) 

untuk 𝑖 ∈ (1, … , 𝑚), dengan 

𝜒𝑛(𝑡) = (𝜎𝑛(𝑡), 𝜄𝑛(𝑡), 𝜌𝑛(𝑡))                          (1) 

dan 𝜎𝑛(𝑡). 𝜄𝑛(𝑡), 𝜌𝑛(𝑡) masing-masing 

menyatakan densitas individu yang rentan, 

terinfeksi, dan individu yang sembuh pada waktu 

t, untuk 𝑡 ≥ 0 didefinisikan    

𝜎𝑛(𝑡) =
𝑆𝑛(𝑡)

𝑛
, 𝜄𝑛(𝑡) =

𝐼𝑛(𝑡)

𝑛
, 𝜌𝑛(𝑡) =

𝑅𝑛(𝑡)

𝑛 
. 

Misalkan 𝑎𝑖 merupakan fungsi nonnegatif 

dengan 𝑎𝑖 = 𝛽𝑖𝑏𝑖, untuk setiap 𝑖 = 1, … , 𝑚 

dimana 𝛽𝑖 merupakan parameter dari model 

epidemi dan 𝑏𝑖 fungsi kontinu non-negatif yang 

didefinisikan pada 𝕊. Untuk menentukan estimator 

dari 𝛽𝑖 , didefinisikan filtrasi 𝒢𝑡
𝑛 = ℱ[𝑛𝑡]

𝑛 ,  ∆𝑡𝑛 =

1/𝑛 dan variabel random 

𝐿𝑡
𝑛(𝑖) = ∑ 𝜉𝑘

𝑛(𝑖)∆𝑡𝑛, (𝑡 ≥ 0),
[𝑛𝑡]
𝑘=1   

dengan 

𝜉𝑘
𝑛(𝑖) = ∆𝑍𝑖

𝑛(𝑡𝑘
𝑛) − 𝑎𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )), 

diperhatikan bahwa: 

𝐿𝑡
𝑛(𝑖) = ∑ 𝜉𝑘

𝑛(𝑖)∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]
𝑘=1    

= ∑ [∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛) − (𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))]∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]

𝑘=1   

= ∑ ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛)∆𝑡𝑛  −
[𝑛𝑡]
𝑘=1

     ∑ 𝛽𝑖𝑏𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]

𝑘=1   

𝐿𝑡
𝑛(𝑖) = ∑ ∆𝑍𝑖

𝑛(𝑡𝑘
𝑛)∆𝑡𝑛 −

[𝑛𝑡]
𝑘=1

                𝛽𝑖 ∑ 𝑏𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]

𝑘=1   

 

Sehingga diperoleh : 

∑ ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛)∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]
𝑘=1 = 𝛽𝑖 ∑ 𝑏𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ))∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]
𝑘=1 +

𝐿𝑡
𝑛(𝑖)       (2) 

Selanjutnya diperhatikan bahwa : 

∑ ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛)∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]
𝑘=1 = ∆𝑡𝑛 ∑ ∆𝑍𝑖

𝑛(𝑡𝑘
𝑛)[𝑛𝑡]

𝑘=1   

=
1

𝑛
∑ [𝑍𝑖

𝑛(𝑡𝑘
𝑛) − 𝑍𝑖

𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )]

[𝑛𝑡]
𝑘=1   

=
1

𝑛
[𝑍𝑖

𝑛(𝑡1
𝑛) − 𝑍𝑖

𝑛(𝑡0
𝑛) + 𝑍𝑖

𝑛(𝑡2
𝑛) 

    −𝑍𝑖
𝑛(𝑡1

𝑛) + ⋯ + 𝑍𝑖
𝑛(𝑡[𝑛𝑡]

𝑛 ) − 𝑍𝑖
𝑛(𝑡[𝑛𝑡]−1

𝑛 )] 

=
1

𝑛
[𝑍𝑖

𝑛(𝑡[𝑛𝑡]
𝑛 ) − 𝑍𝑖

𝑛(𝑡0
𝑛)] 

=
1

𝑛
𝑍𝑖

𝑛(𝑡[𝑛𝑡]
𝑛 ) 

=
𝑍𝑖

𝑛(𝑡)

𝑛
  

Jadi diperoleh ∑ ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛)∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]
𝑘=1 =

𝑍𝑖
𝑛(𝑡)

𝑛
, atau  

∑ ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛)[𝑛𝑡]
𝑘=1 = 𝑍𝑖

𝑛(𝑡). Sehingga persamaan (2) 

dapat ditulis menjadi: 

𝑍𝑖
𝑛(𝑡)

𝑛
= 𝛽𝑖 ∑ 𝑏𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ))∆𝑡𝑛[𝑛𝑡]
𝑘=1  + 𝐿𝑡

𝑛(𝑖)  
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Pada interval waktu [0, 𝑇], 𝑇 > 0 diperoleh 

𝛽𝑖 =
𝑍𝑖

𝑛(𝑇)

𝑛 ∑ 𝑏𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

−  
𝐿𝑇

𝑛(𝑖)

∑ 𝑏𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

    

(3) 

Selanjutnya untuk setiap 𝑖 = 1, … , 𝑚 didefinisikan 

: 

𝛽̂𝑖
𝑛(𝑇) = 𝛽𝑖 +

𝐿𝑇
𝑛(𝑖)

∑ 𝑏𝑖𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) ∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

        (4) 

Substitusi persamaan (3) ke persamaan (4) 

sehingga diperoleh 

𝛽̂𝑖
𝑛(𝑇) =

𝑍𝑖
𝑛(𝑡)

𝑛 ∑ 𝑏𝑖𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) ∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

   

yang merupakan estimator dari 𝛽𝑖 untuk                

𝑖 = 1, … , 𝑚. Selanjutnya akan dibuktikan 𝛽̂𝑖
𝑛(𝑇) 

merupakan estimator martingale yaitu dengan 

menunjukan kondisi (C) dipenuhi. Karena 

𝑍𝑖
𝑛(𝑡) = ∑ ∆𝑍𝑖

𝑛(𝑡𝑘
𝑛)[𝑛𝑡]

𝑘=1  sehingga untuk 𝑖 ∈

(1, … , 𝑚) diperoleh 

𝐸(𝑍𝑖
𝑛(𝑡) |ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝐸 (∑ ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡𝑘

𝑛)[𝑛𝑡]
𝑘=1 |ℱ𝑘−1

𝑛 )  

= 𝐸(∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡1

𝑛) + ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡2

𝑛) + ⋯

+ ∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡[𝑛𝑡]

𝑛 )|ℱ𝑘−1
𝑛 )  

    untuk 𝑘 = 1,2, … , [𝑛𝑡]  

= 𝐸(∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡1

𝑛)|ℱ0
𝑛) + 𝐸(∆𝑍𝑖

𝑛(𝑡2
𝑛)|ℱ1

𝑛) 

    + ⋯ + 𝐸(∆𝑍𝑖
𝑛(𝑡[𝑛𝑡]

𝑛 )|ℱ[𝑛𝑡]−1
𝑛 ) 

= 𝑎𝑖(𝜒𝑛(𝑡0
𝑛)) + 𝑎𝑖(𝜒𝑛(𝑡1

𝑛)) + ⋯ 

   +𝑎𝑖 (𝜒𝑛(𝑡[𝑛𝑡]−1
𝑛 )) , 𝑖 ∈ (1, … , 𝑚) 

= 𝑎𝑖 , (𝜒𝑛(𝑡0
𝑛) + 𝜒𝑛(𝑡1

𝑛) + ⋯ 

    +𝜒𝑛(𝑡[𝑛𝑡]−1
𝑛 ) 𝑖 ∈ (1, … , 𝑚)    

      = 𝑎𝑖 (∑ (𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))

[𝑛𝑡]
𝑘=1 ),   

untuk 𝑖 ∈ (1, … , 𝑚) . Jadi diperoleh                                              

𝛽̂𝑖
𝑛(𝑇) =

𝑍𝑖
𝑛(𝑡)

𝑛 ∑ 𝑏𝑖𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) ∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

 adalah estimator 

martingale dari 𝛽𝑖.  

 

4. Konsistensi Barisan Estimator 

Martingale 

Misalkan barisan estimator martingale 

𝜷̂𝑛 (𝑇) = (𝛽̂1
𝑛(𝑇), … , 𝛽̂𝑚

𝑛  (𝑇))𝑇 untuk setiap      

𝑇 > 0. Proposisi berikut menyatakan 

kekonsistenan barisan estimator martingale 

{𝜷̂𝑛 (𝑇)}
𝑛𝜖ℕ

 ke parameter 𝜷 = (𝛽1, … , 𝛽𝑚)𝑇. 

Proposisi 3.2 Misalkan 𝜒 solusi tunggal dari 

𝑑𝜒(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐹(𝜒(𝑡)), 𝜒(0) = 𝜒0 dan asumsikan  

kondisi (C), kondisi (L) dan hipotesis dari 1 

berikut dipenuhi: 

(1.1) Barisan kondisi awal {𝜒𝑛(0)}𝑛𝜖ℕ 

konvergen dalam probabilitas ke  𝜒0 =

(𝜎0, 𝜄0, 𝜌0) untuk n menuju ∞. 

(1.2) Untuk setiap 𝑇 > 0 dan 𝑖 = 1, … , 𝑚 

dengan 

{
1

𝑛2
∑ 𝐸([∆𝑍𝑖

𝑛(𝑡𝑘
𝑛) −

[𝑛𝑇]
𝑘=1

𝑎𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))]2|ℱ𝑘−1

𝑛 )}
𝑛𝜖ℕ

  

 konvergen dalam probabilitas ke 0, untuk 

n menuju ∞. 

Maka untuk setiap 𝑇 > 0 barisan {𝜷̂𝑛 (𝑇)}
𝑛𝜖ℕ

 

konvergen dalam probabilitas ke 𝜷. 

 

5. Inferensi Statistik untuk Model 

Epidemi SIR 

5.1 Model Epidemi SIR 

Model versi deterministik diperkenalkan oleh 

Kermack dan McKendrick (1927) yang didasarkan 

pada persamaan diferensial, sedangkan artikel 

yang ditulis oleh Kendall (1956) merupakan 

pelopor untuk versi stokastik berdasarkan proses 

penghitungan. Dua jenis transisi yang mungkin 
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bagi setiap individu, dari rentan ke terinfeksi dan 

dari individu yang terinfeksi ke individu yang 

sembuh. Sehingga pada penelitian ini, pemodelan 

epidemi harus memenuhi persamaan  

𝑋𝑛(𝑡) = 𝑋𝑛(0) + 𝐴𝑍𝑛(𝑡) dengan matriks 

insidensi A sebagai berikut: 

𝐴 = (
−1 0
1 −1
0 1

) dan 𝑍𝑛 = (
𝑍1

𝑛

𝑍2
𝑛).   

Jadi 𝑍1
𝑛 merupakan transisi dari rentan ke 

terinfeksi dan 𝑍2
𝑛 transisi dari infeksi ke individu 

yang sembuh. Fungsi untuk mendefinisikan 

tingkat transisi yaitu : 

𝑎1(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝛽𝑢𝑣                  (5) 

𝑎2(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝛾𝑣                   

dengan 𝛽 dan 𝛾 merupakan parameter yang 

menyatakan laju penularan dan laju kesembuhan. 

Model ini juga dikenal sebagai model SIR. 

Perhatikan bahwa  kembali persamaan (1), 

diperoleh 

𝑎𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) =

𝑎𝑖(𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ), 𝜌𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )),                    (6) 

untuk 𝑖 = 1, … , 𝑚 

dan berdasarkan persamaan (5) dan (6), untuk 𝑖 =

1,2 sehingga persamaan (6) dapat ditulis menjadi : 

𝑎1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) =

𝑎1(𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 𝜄𝑛(𝑡𝑡𝑘−1

𝑛 ), 𝜌𝑛(𝑡𝑡𝑘−1
𝑛 )) =

𝛽𝜄𝑛(𝑡𝑡𝑘−1
𝑛 )𝜌𝑛(𝑡𝑡𝑘−1

𝑛 )  (3.4.4) 

𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))

= 𝑎2(𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 𝜄𝑛(𝑡𝑡𝑘−1

𝑛 ), 𝜌𝑛(𝑡𝑡𝑘−1
𝑛 )) = 𝛾𝜌𝑛 

Selanjutnya perhatikan kembali Persamaan : 

 

𝑋𝑛(𝑡) = 𝑋𝑛(0) + 𝐴𝑍𝑛(𝑡) 

⇔ (
𝑆𝑛(𝑡)

𝐼𝑛(𝑡)

𝑅𝑛(𝑡)
) = (

𝑆𝑛(0)

𝐼𝑛(0)

𝑅𝑛(0)
) + (

−1 0
1 −1
0 1

) (
𝑍1

𝑛

𝑍2
𝑛) 

Sehingga dapat ditentukan jumlah individu dalam 

setiap kopartemen masing-masing : 

𝑆𝑛(𝑡) = 𝑆𝑛(0) − 𝑍1
𝑛. 

𝐼𝑛(𝑡) = 𝐼𝑛(0) + 𝑍1
𝑛 − 𝑍2

𝑛.                                 (7) 

𝑅𝑛(𝑡) = 𝑅𝑛(0) + 𝑍2
𝑛. 

Selanjutnya misalkan 𝑍1
𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛(𝑡) dan 𝑍2

𝑛(𝑡) =

𝐵𝑛(𝑡), sehingga persamaan (7) menjadi : 

𝑆𝑛(𝑡) = 𝑆𝑛(0) − 𝐴𝑛(𝑡), 

𝐼𝑛(𝑡) = 𝐼𝑛(0) + 𝐴𝑛(𝑡) − 𝐵𝑛(𝑡),   

𝑅𝑛(𝑡) = 𝑅𝑛(0) + 𝐵𝑛(𝑡). 

4.2 Estimasi Parameter Model Epidemi SIR 

dengan Estimator Martingale 

Proposisi 2 Misalkan 𝛽 𝑑𝑎𝑛 𝛾 masing-masing 

merupakan laju penularan dan laju kesembuhan 

yang didefinisikan pada model epidemi SIR.  

Didefinisikan 𝐴𝑛 dan 𝐵𝑛 sebagai proses yang 

bernilai bilangan bulat. Selanjutnya dengan 

mengamati epidemi pada interval waktu [0, 𝑇], 

untuk             𝑇 > 0 diperoleh: 

𝛽̂𝑛(𝑇) =
𝐴𝑛(𝑇)

∑ 𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1 )𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )

 

𝛾̂𝑛(𝑇) =
𝐵𝑛(𝑇)

∑ 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )

[𝑛𝑇]
𝑘=1

 

masing-masing merupakan estimator martingale 

dari 𝛽 𝑑𝑎𝑛 𝛾. 

 

Bukti:  

Akan dibuktikan 

a) 𝛽̂𝑛(𝑇) =
𝐴𝑛(𝑇)

∑ 𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1
)𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )
  

b) dan 𝛾̂𝑛(𝑇) =
𝐵𝑛(𝑇)

∑ 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )

[𝑛𝑇]
𝑘=1

.  

Perhatikan persamaan (3.3.2) 

𝛽̂𝑖
𝑛(𝑇) =

𝑍𝑖
𝑛(𝑇)

𝑛 ∑ 𝑏𝑖(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))) ∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

.   
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Untuk 𝑖 = 1 diperoleh 

𝛽̂1
𝑛(𝑇) =

𝑍1
𝑛(𝑇)

𝑛 ∑ 𝑏1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) ∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

.  

Selanjutnya dengan mensubstitusi 𝛽1
𝑛̂(𝑇) =

𝛽̂𝑛 (𝑇) dan 𝑍1
𝑛(𝑇) = 𝐴𝑛(𝑇) didapat: 

𝛽̂𝑛 (𝑇) =
𝐴𝑛(𝑇)

𝑛 ∑
 𝑎1
𝛽

(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))

1

𝑛

[𝑛𝑡]
𝑘=1

  

=
𝐴𝑛(𝑇)

∑
 1

𝛽
𝑎1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ))
[𝑛𝑡]
𝑘=1

  

=
𝐴𝑛(𝑇)

∑
 1

𝛽
𝛽(𝜎𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))

[𝑛𝑡]
𝑘=1

  

=
𝐴𝑛(𝑇)

∑ 𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )
[𝑛𝑡]
𝑘=1

  

Sehingga diperoleh: 

𝛽̂𝑛 (𝑇) =
𝐴𝑛(𝑇)

∑ 𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1
)𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )
.  

Selanjutnya dengan cara yang sama akan 

dibuktikan 𝛾̂𝑛 (𝑇) =
𝐵𝑛(𝑇)

∑ 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )

[𝑛𝑇]
𝑘=1

. 

Untuk 𝑖 = 2 diperoleh: 

𝛽̂1
𝑛(𝑇) =

𝑍2
𝑛(𝑇)

𝑛 ∑ 𝑏2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) ∆𝑡𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1

.  

Selanjutnya dengan mensubstitusi 𝛽2
𝑛̂(𝑇) =

𝛾̂𝑛 (𝑇) dan 𝑍2
𝑛(𝑇) = 𝐵𝑛(𝑇) didapat : 

𝛾̂𝑛 (𝑇)  =
𝐵𝑛(𝑇)

𝑛 ∑
 𝑎2
𝛾

(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))

1

𝑛

[𝑛𝑡]
𝑘=1

  

=
𝐴𝑛(𝑇)

∑
 1

𝛾
𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ))
[𝑛𝑡]
𝑘=1

  

=
𝐵𝑛(𝑇)

∑
 1

𝛾
𝛾(𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ))
[𝑛𝑡]
𝑘=1

  

=
𝐵𝑛(𝑇)

∑ 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )

[𝑛𝑡]
𝑘=1

.  

Sehingga diperoleh  

𝛾̂𝑛 (𝑇) =
𝐵𝑛(𝑇)

∑ 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛[𝑛𝑇]

𝑘=1
)
.  

(b) Akan dibuktikan 𝛽̂𝑛 (𝑇) dan 𝛾̂ 𝑛̂ (𝑇) adalah 

estimator martingale yaitu jika memenuhi kondisi 

(C). 

Misalkan 𝛽 menyatakan rata-rata efektif 

kontak per satuan waktu antara orang yang 

terinfeksi dan individu lain dalam populasi. 

Konstanta ini dikenal sebagai laju kontak, karena 

𝛽

𝑛
 adalah rata-rata jumlah efektif kontak per satuan 

waktu per kapita dari yang terinfeksi, dan 

diasumsikan peluang individu yang rentan 

menjadi terinfeksi dalam interval waktu (𝑡𝑘−1
𝑛 , 𝑡𝑘

𝑛] 

adalah (
𝛽

𝑛
) 𝜄𝑛(𝑡𝑘=1

𝑛 ). Di sisi lain, karena jumlah 

kontak yang memenuhi syarat pada waktu 𝑡𝑘−1
𝑛  

yang dapat menghasilkan infeksi pada waktu 𝑡𝑘
𝑛 

sama dengan jumlah yang rentan 𝑆𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 

diasumsikan bahwa: 

1. 

∆𝐴𝑛(𝑡𝑘
𝑛) |ℱ𝑘−1

𝑛 ~Binomial (𝑆𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), (

𝛽

𝑛
) 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )  

2. ∆𝐵𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ~Binomial (𝐼𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 𝛾∆𝑡𝑛). 

Jadi untuk membuktikan 𝛽𝑛̂ (𝑇) dan 𝛾 𝑛̂ (𝑇) 

adalah estimator martingale yaitu dengan 

menunjukkan : 

𝐸(∆𝐴𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝑎1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) dan 

𝐸(∆𝐵𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )). 

Diketahui 

∆𝐴𝑛(𝑡𝑘
𝑛) |ℱ𝑘−1

𝑛 ~Binomial (𝑆𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), (

𝛽

𝑛
) 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ) 

sehingga  

𝐸(∆𝐴𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝑆𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ) (

𝛽

𝑛
) 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )  

Akan ditunjukkan 

𝑎1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) = 𝑆𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ) (
𝛽

𝑛
) 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ). 

Berdasarkan Persamaan (5) diperoleh: 

𝑎1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) =

𝑎1(𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ), 𝜌𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))  

= 𝛽𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )  
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= 𝛽
𝑆𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )

𝑛
𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )  

= 𝑆𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )

𝛽

𝑛
𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ), 

Sehingga terbukti 

𝑎1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) = 𝑆𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ) (
𝛽

𝑛
) 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ). 

Akibatnya diperoleh 

𝐸(∆𝐴𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝑎1(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )). 

Dengan cara yang sama akan ditunjukkan 

𝐸(∆𝐵𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )). 

Diketahui 

∆𝐵𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ~Binomial (𝐼𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 𝛾∆𝑡𝑛)  

sehingga  

𝐸(∆𝐵𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝐼𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ) 𝛾∆𝑡𝑛 

Selanjutnya ditunjukkan 

𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) = 𝐼𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ) 𝛾∆𝑡𝑛. 

Berdasarkan Persamaan (6) diperoleh: 

𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ))

= 𝑎2(𝜎𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ), 𝜄𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ), 𝜌𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) 

=𝛾𝜄𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ) 

= 𝛾
𝐼𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 )

𝑛
  

=𝐼𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ) 𝛾

1

𝑛
 

=𝐼𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 ) 𝛾∆𝑡𝑛, 

sehingga terbukti 

𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )) = 𝐼𝑛(𝑡𝑘−1

𝑛 ) 𝛾∆𝑡𝑛, 

akibatnya diperoleh 

𝐸(∆𝐵𝑛(𝑡𝑘
𝑛)|ℱ𝑘−1

𝑛 ) = 𝑎2(𝜒𝑛(𝑡𝑘−1
𝑛 )), 

karena kondisi (C) dipenuhi sehingga terbukti 

𝛽̂𝑛 (𝑇) dan 𝛾̂𝑛(𝑇) adalah estimator martingale.  □ 

 

 

 

6. Simulasi 

6.1 Deskripsi Data 

Data yang digunakan adalah data simulasi 

yang dibangkitkan secara random menggunakan 

distribusi multinomial dan distribusi binomial 

dengan menggunakan randomisasi yang ada pada 

software R 3.3.0. 

6.2 Analisis Data 

6.2.1 Konsistensi Estimator Martingale 

Dari proses simulasi di R, diperoleh output 

sebagai berikut 

 

Gambar 1. Hasil Estimasi Laju Penularan dan Laju 

Kesembuhan 

 

Dari output di atas, dapat disimpulkan 

bahwa Hasil estimasi dari parameter laju 

penularan (𝛽) yaitu  𝛽̂  konsisten berada di sekitar 

nilai 𝛽 = 2 untuk setiap jumlah sampel yang 

diambil. Hasil estimasi dari parameter laju 

kesembuhan (𝛾) yaitu 𝛾̂ konsisten berada di 

sekitar nilai 𝛾 = 1 untuk setiap sampel yang 

diambil. 

 

7. Kesimpulan Dan Saran 

Parameter pada model epidemi dapat 

diestimasi dengan estimator martingale untuk 

setiap parameter. Pada model epidemi, untuk    

𝑇 > 0, barisan estimator martingale 𝜷𝒏̂ (𝑇) 

konsisten ke parameter 𝜷. Pada model epidemi 

SIR, parameter laju penularan (𝛽) dan laju 
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kesembuhan (𝛾) dapat diestimasi dengan 

estimator martingale 
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